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Sadrzaj: U radu se izvodi teorijska granica merne
nesigurnosti  stohasticke metode za  proizvoljnu
ortogonalnu transformaciju, realan AD konvertor i
proizvoljan sum, kada se meri signal u Sumu. U
telekomunikacijama je to poznati klasicni problem
odredivanja Kramer-Rao granice kod estimacije signala
u Sumu. U klasicnom problemu je AD konvertor idealan,
ortogonalna transformacija je Furijeova, a Sum Gausov.
Koriséen je originalni matematicki pristup koji dovodi do
formule za granicu. Formula je opstija od Kramer-Rao
granice i u radu se pokazuje da je Kramer-Rao granica
njen specijalni slucaj. Diskutuju se i prakticni aspekti
primene stohasticke metode u skladu sa nadenom
granicom merne nesigurnosti.
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1. UVOD

Jo§ 1956. g. [1] je pokazana mogucnost realizacije
pouzdanog instrumenta od nepouzdanih komponenti. U
[2] je pokazano da dodavanje sluajnog uniformnog
Suma na ulaz A/D konvertora raspreze mernu gresku od
ulaznog signala. Ovaj pristup [3] se moze koristiti i u
projektovanju i realizaciji jednostavnih neuronskih
mreza. U [4] je pokazano da se koriS¢enjem slucajnog
uniformnog ditera moze realizovati instrument za
merenje prave efektivne vrednosti, koji ima mogucnost
povecanja ta¢nosti sa smanjivanjem brzine merenja i
obratno. Merna nesigurnost takvog instrumenta moze biti
¢ak do 62 ppm (part per million) za merenja snage [5] u
trajanju od 4,5 sati. Sve to moze biti postignuto sa vrlo
jednostavnim hardverom.

Medutim, takav instrument [4], [5] nije pogodan da
bude kalibrator ili merilo vrlo brzih promena signala. To
je razlog zbog Cega je izvrSena generalizacija [6]. Ta
generalizacija ne obuhvata uticaj Suma na merenja, $to se
moze tolerisati u kalibracionim merenjima, ali ne i u ON-
LINE merenjima. Uticaj Suma u merenjima u
distributivnoj mrezi se vidi u [7]. Analiza je obavljena
pri nivou SNR=17 dB. To je najvisi nivo Suma koji su
autori nasli u literaturi, a da se Sum egzaktno tretira kao
uticajna veli¢ina. U radu su prikazane simulacije bez

njihove teorijske analize. Dobijeni rezultati pokazuju da
metoda u Cetri sekunde daje harmonike sa ta¢nos¢u od
priblizno 0,5 %.

Rad je posveéen teorijskoj analizi uticaja Suma na
merenje harmonika pomocu generalizovane metode.
Generalizovan instrument je realizovan kao stohasticko
merilo harmonika [8].

Evropska norma EN50160 kaze da vrednost THD-a
na mrezi moze biti maksimalno 8%. Zbog toga se mrezni
napon ne moze viSe tretirati kao prostoperiodican.
Prisustvo visih harmonika u mrezi (napona ili struje),
eliminiSe neke metode koje su bile pogodne za
prostoperiodi¢ne signale. Sta vise, merni transformatori
sa jezgrom su nelinearni, pa samim tim nepogodni za
merenja u takvim izoblicenim rezimima. Izlaz iz situacije
je u primeni linearnih senzora struje i napona. Strujni
merni trafo bez jezgra je takav ureda;.
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S1.1 Blok dijagram instrumenta
za merenje zasumljenih signala

Na Slici 1. je prikazana Sema instrumenta. Diterski
signali [2] /; and A, su slucajni, uniformni, medusobno
nekorelisani i zadovoljavaju:
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gde su A, i A, kvanti unifomnog kvantizera, a p(h;) je
pripadajuéa gustina raspodele verovatnoce od 4;. Ulazni
signali su z; = y; + n, y; = fi(¢f), n je Sum i
vy = fo(f). Ako su y; = fi(f) 1 y, = fo(¢) integrabilne
funkcije vremena, a n Sum sa raspodelom gustine



verovatnoce p(n) , tada je ocekivana vrednost izlaza, WV,

tokom vremena ¢ € [t t ] , data sa
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gde je N broj uzoraka u vremenskom intervalu (z,-¢;), a
A, je kvant A/D konvertora na kanalu 1, a

e=Y -z -y, je greska pojedinacnog merenja.
Za n= In -p(n)dn=0, §o je inate slucaj,

gornja granica relativne greske I, u merenju

Y= J.f(l‘) f5(t)dt je data sa (3a).
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Treba primetiti da, pored ditera, koji je
pseudoslucajni  proces, A/D  konverzija  kao
deterministicki proces dominira u funkcionisanju
instrumenta.

2.1. DC ulazi

Posmatrajmo izlaze jednog od dva A/D konvertora,
npr. W,. Neka je 2z, =const=mA, +|5A1|

pripadaju¢i ulazni napon izmedu mA, i (m+1)A,,ina

rastojanju ‘5A1‘S% od najblizeg kvantnog nivoa

mA,. Ocigledno je da Y, e {mAl,(m +1)A1}, a
relacija (4) se moze lako dokazati pomocu jednostavog
geometrijskog zakljucivanja.

W =mA, +|A | =z, 4)
gde je E srednja vrednost od W, .

Analogno tome, za ¥, = const

Y, =y,. (5)

Pripadajuca varijansa je
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2.2 Nesinusoidalni ulazi

= f,(t)+n iy, = fo(t) ulazni signali
uredaja sa Slike 1.

Neka su z,

|z,| < |<R (8)

=50

¥, = f,(t) su integrabilne funkcije vremena, a n je

R je opseg oba AD konertora,

Sum sa gustinom raspodele verovatnoce p(n).

1z [4] se vidi da vreme ¢z, unutar intervala /¢;, ;] moze
biti posmatrano, sa stanoviSta ocekivanja, i kao
deterministicka, i kao stohasticka promenljiva sa

1

uniformnom gustinom raspodele p(z) = . U oba

2 1
slucaja rezultat je isti.

Teorema 1. Ocekivana vrednost izlaznog signala
digitalnog mnozaca sa Slike 1. 1 intervalu
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Dokaz I: U opstem slucaju, ocekivana vrednost je
definisana kao

\P:

Y= T‘PdPW ©9)

dP, = ale1 -dPy2 -dP, -a’Phl -dth
Posto su y; 1y, zavisne od vremena ¢,

dP, =dP,,, -dP, ,, -dP.-dP,-dP, -dP,

it

i takode
dPy = p(y, /1) p(y,/1)- p(t)- p(n)- p(h,)-

(12)
p(hy)-dy, -dy, -dt-dn-dh, - dh,

Moze se lako  dokazati [4] da je
|
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jerje ¥ =Y, -¥,.
Jje Dirakova ¢ funkcija.
Na osnovu (4) i (5) sledi da je
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§to je i dokaz teoreme.
Treba napomenuti da je ¢ deterministicka
promenljiva.
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Teorema 2: Varijansa na izlazu mnozata O,

zadovoljava
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Dokaz 2: Varijansa je definisana [4] kao
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Uzimajuci u obzir (17) i (18) dobija se
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Korlstec1 teoremu 1, (16) i (19) dokaz teoreme 2
mozemo zavrs$iti.
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Teorema 2 definiSe gornju granicu 0, od o, . Vidi

se da ona ima tri dela:

0'5 = O'S2 + 0'3 + O',2 (20)
gde
Az 153
ol ~ j 3 ()t (20a)
4 t,
predstavlja gornju granlcu varijanse merne greske e
definisane sa e = ‘¥, - ', —(y1 + I/l)-y2
Takode
o4 = 1) 17 (0t =
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O, je varijansa proizvoda Y, - V,,a

o} = jﬁ(ﬂm Lfammm1 (22)

t, —tlt R

je varijansa veli¢ine ¥ =n-y,.

Teorema 3: Gornja granica relativne preciznosti
metode, I, . je definisana sa:

Dokaz 3: U [6] je dokazano da je Gez < (732 idazae

vazi Centralna grani¢na teorema i Teorija uzoraka, pa je
2 2
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koriste¢i \/_ kao gornju granicu merne greske.
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Determinsti¢ka varijansa o0, je osobina ulaznih
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0, ne predstavlja greSku, pa moze biti izostavljena iz

deterministickih funkcija y,

daljeg razmatranja.
Varijansa O rz takode ne predstavlja gresku, ali,

zapravo, predstavlja odstupanje mernih rezultata od

Zeljene vrednosti @) f,()dt

prouzrokovano Sumom #n. Pogledajmo osobine veli¢ine
r=n-y,.
(1) r je sluCajna velicina. Posto je n slucajna a
v, deterministicka veli¢ina, sledi da je i r
slucajna veli€ina,

(ii) = In - p(n)dn -
t

—R 2
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(ii1) r je ograni¢eno. Ocigledno je da |I”| <R?
(iv) Mj;(r) je ograniceno:
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R
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Ly -r -R
RS

Osobina (vi) garantuje da za veli¢inu » takode vazi
Centralna granic¢na teorema i Teorija uzoraka.

Rezultat naéeg merenja je @ Ako je ; =0, tada je

po_ ]

J.fl(t) /> (t)dt . To znati da je merenje
2 1 4
tacno. Postoje dve promenljive koje uti¢u na preciznost
instrumenta:
a) merna greskae, i
b) Sumn
Promenljive su statisticki nezavisne, pa se njihov
uticaj moze posmatrati nezavisno, pa je O'f + O';2 mera

preciznosti instrumenta.
Gornja granica relativne greske je sad definisana kao:

Joi +o?
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t = — >

¥
(23)
o
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¥ Y
¢ime se 1 zavrSava dokaz teoreme.
3. DISKUSIJA

Ako je )y, = fl(t) proizvoljna slozenoperiodicna

funkcija, a y, = f,(¢) = cos(iwt) onda je v polovina
kosinusnog koeficijenta i-tog harmonika. I', je tada

granica relativne greSke merenja Furijeovog koeficijenta
i iz relacije (23) se vidi da se uticaj Suma na merenje
koeficijenta smanjuje sa kvadratnim korenom iz broja

odmeraka ulaznog zaSumljenog signala z,. Poznata

Kramer —Rao granica kaze da se Furijeov koeficijent
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meri sa apsolutnom greskom A o, pod uslovom da je

A/D konvertor idealan. Specificiraju¢i A, =0 (idealan

1 1 .= 1
A/D konvertor), |——|fi()dt =—— i ¥Y== u
\}tz—q!: ? V2 2

relaciji (23), dobija se da je I', upravo Kramer —Rao
granica. Time se pokazuje da je relacija (23) opstija od
Kramer —Rao granice jer uzima u obzir i ¢injenicu da ne
postoji idealan A/D konvertor nego uzima u obzir i
njegovu rezoluciju. Ako je A/D konvetor tipa fles
konvertora, onda N moze biti vrlo veliko i uticaj Suma
prakti¢no moze biti eliminisan. Ovo je narocito znac¢ajno
kada se struja meri trafoom bez jezgra i to kao polazna
struja brojila, ili pak ako se meri napon, takode trafoom
bez jezgra.

Metoda prikazana u radu pokazuje relativnu
neosetljivost na Sum u merenom signalu. Analizom
relacije (23) dobijaju se prihvatljivi rezultati ¢ak i kada je
Sum veci od signala. Na primer, za vrednost SNR-a od -
10 dB granica gornje relativne greske je 0,3. Praktian
rezultat ovoga je da, trafo bez jezgra moze biti
upotrebljen kao senzor struje. Nizak SNR, pri malim
vrednostima merene struje, $to je inace i najveci problem
pri merenjima sa trafoom bez jezgra, ne predstavlja
problem za ovu metodu. Linearnost trafoa bez jezgra je
najznacajnija njegova osobina i ona ga kvalifikuje za
precizna merenja u elektroenergetskoj mrezi koja danas
vi$e nije prostoperiodi¢na.

4. ZAKLJUCAK

Merenje signala, pri niskom SNR-u, je ozbiljan
problem u merenjima. UobiCajeno se uzima vrednost
SNR-a od 50+70 dB. Nize vrednosti obi¢no uzrokuju
neprihvatljivo velike greske merenja.

Metoda prikazana u radu pokazuje relativnu
neosetljivost na Sum u merenom signalu. Dobijaju se
prihvatljivi rezultati ¢ak i kada je Sum vedi od signala. Za
vrednost SNR-a od -10 dB granica gornje relativne
greske je 0.3%. To potvrduje razvijena teorija. Prakti¢na
posledica je da trafo bez jezgra moze biti upotrebljen kao
merni pretvarac struje.
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STOCHASTIC INSTRUMENT ACCURACY
LIMITS AT LOW SIGNAL-TO-NOISE RATIO

Abstract: The impact of noise on stochastic instrument
measurement results is theoreticaly treated in the paper.
It is shown that derived formula for relative
measurement uncertainty is general and Cramer-Rao
lower bound (CRLB) represents its particular case

Key words: Stochastic measurements, harmonics
measurement, noise, Cramer-Rao lower bound.
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